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I. INTRODUCTION 
1.1. 
Ce travail a pour but de generaliser dam le cadre des groupes de Lie 
nilpotents, reels et connexes, l’intgaliti classique due a Gagliardo [ 1 ] et 
Nirenberg [ 21 
Cette intgalite est une forme forte de celle dite de Sobolev 
(1) 
(2) 
Une etude complete des geniralisations possibles de (2) pour les groupes 
de Lie unimodulaires, reels, connexes, a et& menie par N. Th. Varopoulos 
dans [3-5 J. Afin de pouvoir utiliser les mtthodes developpees dam ces 
articles nous exploiterons l’idee simple que (1) equivaut a la variante 
suivante de (2): 
Dans OX” (3) est une consequence immediate de (2) et du fait que le 
changement de variable (xi);* (sixi);, preserve le volume lorsque 
n; Ei= 1. 
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1.2. 
Soit G un groupe de Lie nilpotent, reel et connexe, et X,, . . . . X, des 
champs invariants a gauche sur G, veriliant l’hypothese de Hiirmander, 
c’est-a-dire tels que X,, . . . . X, et leurs crochets successifs de tout ordre 
engendrent lintairement l’algebre de Lie de G. Dans [3] N. Th. Varopoulos 
determine l’intervalle des reels n telle que soit v&f&e, sur le groupe G, 
l’intgalitt: 
sn: Ilflln,(n-l)~c i IIX-fll ( 1 t 1) ~EWG). 
Le probleme de la gtneralisation de (1) dans ce cadre doit etre post 
de la facon suivante: determiner les (k + 1) uplets de reels positifs 
(l/n, o( 1 ), . . . . w(k)) = (l/n, w) tels que soit vtrifiee I’inegalite: 
S(lln~w)z Ilflln~(n-l)~C fi IIXifIIY(i)3 fan?. 
i= I
On doit tvidemment avoir : C: o(i) = 1. D’autre part, comme 
II f II y 6 n;=, II f 11;; avec l/q = C (ai/qi), cli > 0 et C CC~ = 1, l’ensemble des 
(k + 1) uplets (l/n, o) pour lesquels S( l/n, w) est veriliee est un convexe de 
(R + )k + ’ qu’il s’agit de determiner. En fait c’est l’analogue de (3) que l’on 
etudiera, en remarquant que S( l/n, o) equivaut 8: 
k 
> 
3 q>O, n &rci)= 1, fe%;(G). 
1 
Au paragraphe II les principaux resultats de cet article sont Cnonces et 
discutts. Le paragraphe III contient l’une des clefs techniques de ce 
travail: il s’agit des estimations du volume sur G pour les distances du 
COntrole associees aUX champs &r xi, . . . . EkXk pour tout E = (E,, . . . . Ek) E 
(R + *)k. Les paragraphes uivants sont consacres aux preuves des resultats 
annoncts. 
II. PRINCIPAUX RBSULTATS 
Dans la suite G est un groupe de Lie reel nilpotent et connexe. g est 
l’algebre de Lie de G et on d&kit par recurrence g, = g, gi = [g, gi- i 1, de 
sorte que l’on a:g~gzr>...~g9,~g,+1={0} od p est le rang de 
nilpotence de G. Xi, . . . . X, sont des champs de vecteurs invariants a gauche 
sur g vtrifiant l’hypothese de Hormander que l’on peut enoncer ici en 
disant que {X,, . . . . X, > est un sysdme gtnerateur de g modulo g2. 
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11.1. Le cas simplement connexe 
On utilisera dans toute la suite les notations suivantes: 
si s est un entier, on note F(s) = [ { 1, . . . . s}~, 
si Z=(j, , . . . . j,) E F(s), on note I II = fl et pour tout iE { 1, . . . . s}, W!(i) = 
Ct= 1 6, (symbole de Kronecker), c’est-a-dire que O,(i) est le nombre 
d’occurences de l’indice i dans I. On a evidemment C;= 1 W,(i) = ) I). 
Si Y,, . . . . Y, sont des champs invariants a gauche sur G, on note pour 
tout Z= (j, , . . . . js) E F(s) 
‘I= Cyj,9 Cyj,, C ‘..? lIyjfl-,3 yjbl ‘.. 111. 
Avec ces notations l’hypothtse de Hkrnander faite sur (X,, . . . . X,> 
s’exprime en disant que {X,, ZE F(k)} est une famille lineairement 
gentratrice de g. 
Soit 23 l’ensemble des parties b de F(k) telles que {X,, ZE b} soit une 
base de g. 23 est fini puisque G est nilpotent. Pour b dans B on d&it: 
OJi)= 1 O,(i) 
IEb 
Oh(i) 
cob(i) =-. 
lib 
TH&OR&ME 1. Si G est simplement connexe, l’inkgalitt 
S(lln,o): Ilflln,(n-~jGC fi IIXiflI~(i)9 f~@;(G) 
i= 1 
est vkrfi~e si et seulement si (l/n, o) appartient ci Penveloppe convexe de 
DEFINITION. On note %(G, X, , . . . . X,) l’ensemble des (l/n, o) E (R+ )k+ ’ 
tels que S(l/n, o) soit virifiee sur G. 
Dans [3] Varopoulos a montri que sous les hypotheses du theoreme 1 
l’inegalite S, est verifiee pour n E [d, ZI] 06 D = D(G) = Cc” i dim(gi/gi+ 1) 
et d = d(G, X,, . . . . X,) = C;” tl dim(K,/K,- r) ou ZC, est l’espace vectoriel 
engendre par (X,, I II <a}. On verifie facilement qu’on a pour tout b 
appartenant A !B, d < nb < D et d’autre part qu’il existe b, b’ dans 55 tels que 
nb = d, nbf = D. Le the-or&me 1 contient done le resultat de [3]. 
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11.2. Le cas g&Pral 
Si on ne suppose pas que G est simplement connexe le resultat ci-dews 
est en defaut et S( l/n, o) peut tres bien n’&tre verifiee par aucun (k + 1) 
uplet (l/n, w). Le thtoreme 1 se gentralise cependant partiellement de la 
facon suivante: un groupe nilpotent G contient un sous-groupe compact 
maximal unique K qui est central (cf. [6]). On note G, le groupe sim- 
plement connexe canoniquement associe A G. Go contient un sous-groupe 
ferme, discret et central 2 tel que Go/Z = G (si G est simplement connexe 
G,=G, Z= {e}!). D ans le centre de Go le groupe Z determine un sous- 
groupe continu R de G, tel que R/Z= K. Finalement on pose: 
G, = Go/R = G/K. G, est simplement connexe. Si Xi, . . . . X, sont les 
champs fixes au depart sur G on note pour a = 0 ou cc X, i, . . . . X,, k, les 
champs invariants A gauche sur G, canoniquement associb. 11s verilient la 
condition de Hormander et on note en utilisant la definition qui suit le 
theorbme 1: 
TH~~OR~ME 2. Soit G, X,, . . . . X, comme ci-dessus. Si K est un tore de 
dimension 1 alors I’inkgalite: 
est vtkifie si et seulement si (l/n, 0.1) appartient au convexe $f$ n CI?~. 
D’apres Varopoulos [3,4], S, est veriliee dans le cas general si et 
seulement si n E [d, D] ([d, D] = 0 si d> D) avec D =D(G/R) et 
d=d(G,, x0.,, . . . . X0,,). 11 existe une difference assez subtile entre le 
theorime 2 et le resultat de Varopoulos: on peut trb bien avoit d < D et 
pourtant %(G, Xi, . . . . X,) = 0. 11 nest done pas inutile de preciser qu’il 
existe des exemples de groupes non simplement connexes oti 
W(G, X,, . . . . X,) # M! 
Quand le tore maximal K est de dimension quelconque, on obtient 
cependant: 
TH~ORI?ME 3. Soit G, X,, . . . . X, comme ci-dessus. On a: 
Ilf Ilm/(m-l)~C fi (Ilxif III+ Ilf I11)“(i)3 fe:?(G) 
i= I 
dh que (l/n, w) appartient d W,, et m 2 n. 
Le thtoreme 3 peut &tre vu comme une version locale des rbsultats 
precedents. 
580/79/l-4 
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11.3. 
Les rtsultats precedents ont completes par: 
PROPOSITION. Soit (l/n, w) E V(G, Xi, . . . . X,) m E N *, 1 dp c + cc et 
mp<n. On a: 
ofi w(Z)=nfz, o(i,) si Z=(i,, . . . . i,) et X’=Xi;..Xi,. 
111. LES ESTIMATIONS DU VOLUME 
111.1. La distance du contr6le 
On sait depuis Caratheodory [7] associer aux champs X,, . . . . X, une 
distance sur G dont on rappelle ci-dessous la definition. 
Soit y : [0, t] + G un chemin %?I par morceaux. S’il existe une subdivision 
t,=O<t,<...<t,=t de [O,t] telle que r’(t)=+Xipour te]tj,tj+,[, 
j= 0, . . . . tl- 1, on note (y/ = t. Si non on pose IyI = +co. 
Pour x E G on dtsigne par f(x) l’ensemble des chemins 55”’ par morceaux 
reliant l’origine a x et on pose ( x ( = infyErcXJ ( I y ) }. On montre que 
(x ( < + co; (x, y) --) 6(x, v) = I X-‘y I est dite distance du controle sur G 
associee aux champs Xi, . . . . X,. 
111.2. Le volume 
Soit E = (si)f E (IR + *)k. L’objet de ce qui suit est d’ttudier, uniformement 
par rapport a E, les objets delinis a partir de la famille des champs 
{.siXi, i= 1, . . . . k}. On introduit les notations: 
oli I= (il) . ..) is) et Xf = siXi. 
aE(x, y) = (x-‘ylc est la distance du controle associe a {X;, . . . . F,}. 
Soit B,(t)= {x~G/lxl,<t), on note V,(t) = I B,(t)1 le volume sur G de 
la boule de rayon t pour la distance 6,. 
On peut remarquer que B,,(u) = B,(ut) ou .st = (tg,, . . . . tck) et done aussi 
VE1(u) = V,(h). En consequence on Ctudiera V,( 1) que nous noterons V,. 
A tout (k + 1) uplet (l/n, o) on associe la fonction 51: (R+ *)” + R, 
dtfinie par Q(E)=~, ci k Oci), avec O(i) = nw(i). En particulier on note SJb la 
fonction ainsi associee au (k + 1) uplet (l/rib, 06) pour b E 23 (avec les 
notations du §II. 1). 
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PROPOSITION 1. Si G est simplement connexe il existe une constante c 
telle quepour tout (t,E)E(lR+*)k+l: 
c -l ( c Qb(E) I”“) < V,(t) s c ( c Q&) Pb . 
be23 bsB > 
PROPOSITION 2. Sous les hypothdses et avec les notations du thkork 
‘me 2, il existe une constante c telle que pour tout (t, E) E (IL!+ *)k+ ‘: 
oti Vf est le volume SW (G,, .X7:, ,, . . . . X;, k}. 
La proposition 2 donne le volume pour les groupes dont le tore maximal 
est de dimension 1: la proposition 1 fournit en effet les estimations de V;(t) 
puisque G, est simplement connexe. 
Les resultats ci-dessus, thtoremes 1 et 2, propositions 1 et 2 ont CtC 
annoncts dans [ 131; malheureusement les ennonces de [ 131 concernant le 
cas non simplement connexe (theoreme 2 et proposition 2 de [ 131) sont 
inexactes si on ne suppose pas que le tore maximal de G est de dimen- 
sion 1. Le cas general reste done ouvert. 
IV. PREUVE DES ESTIMATIONS DU VOLUME 
IV. 1. Quelques rtsultats algdbriques 
Avec les notations du 011, la formule de Campbell-Hausdorff skit: 
exp Y,exp Y,=exp Y,+ Y,+$Y,, Y,]+ c c,Y, . (C.H.) 
III23 > 
De facon peut-$tre moins classique on a aussi: 
exp Y, --exp L=exp (,$,,,cJ,). (C.H.)’ 
La preuve de (C.H.)’ est une simple adaptation de celle de (C.H.) 
dans Jacobson [8] comme l’a remarque R. S. Strichartz dans [9]. Les 
coefficients c, dans (C.H.) et (C.H.)’ ne sont pas aisement calculables. 
Cependant il est facile de verifier que pour un groupe nilpotent on a 
I’estimation uniforme 1 c,I < c, ZE F(s), s E N *. 
Nous utiliserons d’autre part un rtsultat qui est essentiellement un 
lemme de Hormander [ lo] et qui fournit une sorte d’inversion de la 
formule (C.H.)‘. 
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LEMME H. I1 existe M et A ne dkpendant que de G et s tels que pour tous 
champs Y,, . . . . Y, et tout ZEF(s) on ait 
exp( Y,) = fi exp(aj’Y,), et (a;l<A 
et plus g&Pralement pour toute suite (c~,),~ TCS, = a, avec sup, ( a1 1 < 1: 
exp et IayI<A. 
La preuve de ce lemme se fait par recurrence descendante sur 1 II grace a 
une utilisation systematique de (C.H.) (voir [lo], sous cette forme le 
lemme nest vrai que pour les groupes nilpotents). 
IV.2. Preuve de la proposition 1 
Pour b E b soit: 
y=cy,x;eg, 1 y,J<t”’ 
LEMME 1. I1 existe une constante c > 0 telle que 
pour tout E = (E,, . . . . Q) E ([w + *)k. 
Preuve. Le lemme H donne 
et tinalement 
db que Y = C y,X[ appartient a R;(t). 
On en deduit l’inegalitt de gauche du lemme 1 avec c = A2M2. 
Pour f’inclusion de droite on utilise (C.H.)‘: si x E B, = B,(l), on peut 
&tire 
x= fi exp 
i= 1 
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avec Yj =X;, ijE { 1, . . . . k} et (C.H.)’ fournit: 
Chaque Y; est un XT avec 1 II = ( JI et a chaque X; correspond ainsi a au 
plus vl”Y”,, done x = exp(&, F(kj A;X;) avec I A;( < c, ce qui prouve que x 
appartient a exp ( Ub E ‘B R;(c)) et termine la preuve du lemme 1. 
La proposition 1 est un corollaire du lemme 1 puisque, dune part, la 
mesure de Lebesgue ayant Cte fixee sur g on a: 
Vol, (R;(t)) = C&2,(&) f”b, 
et d’autre part, si G est nilpotent simplement connexe, l’image de la mesure 
de Lebesgue sur g par l’application exponentielle est une mesure de Haar 
sur G (voir [6]). 
Du lemme 1 on deduit par ailleurs le resultat suivant. Soient 
2 = (exp nY, n E Z> un sous-groupe fermb, discret, et central de G et 
R = {exp t Y, t E R}. 2 est muni de la mesure de comptage et R de la 
mesure de Lebesgue correspondante. 
LEMME 2. Si G est simplement connexe, il existe une constante c > 0 telle 
que, pour tout E = (El, . . . . ek) E (Iw + *)k 
(i) si H=Zou R, (B,nHI~l(B,2nHI~c(B,nH(, 
(ii) c-’ (B,nZl f (B,nRl <c IB,nZl dis que IB,nZl>2. 
Preuve. Le lemme 1 permet de montrer qu’il existe une constante c > 0 
telle que exp(u Y) E Bf c B,(2) implique exp(uY)E B, pour tout u tel que 
(u~~c~uuJ.OnendCduitlelemme2. 
IV.3. Preuve de la proposition 2 
On utilise les notations qui precedent le theoreme 2 et on note B,, Bf, 
B,” les boules sur G, G,, G,. On utilise le lemme suivant: 
LEMME 3. Soit G, un groupe localement compact unimodulaire, H un 
sous-groupe central fermi de G. Pour un choix convenable des mesures de 
Haar sur G, H et G/H on a, pour tout voisinage compact B de d’origine dans 
G d’image B dans G/H, 
0) IBZI& lb,, IBnfb 
(ii) si B-’ =B, IBIGGIBIG,H IB*nHl,. 
Le preuve est simple et nous I’omettrons (voir aussi [12]). 
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B,, BL, B: ttant symetrique par rapport a l’origine on peut regrouper (i) 
et (ii) du lemme 3 pour obtenir: 
IB%,~ IB,lo IBiQ-7, 
IBPl0,= IB,“lc, IBfnRl. 
Si Bz n Z = {e} la premiere equivalence devient 
IB%&~B,IG~ 
Si 1 Bf n Z I z > 2 le lemme 2 et les deux equivalences ci-dews impliquent 
lBel~= IWc, 
ce qui prouve tinalement la proposition 2. 
V. IN~GALIT~S DE HARNACK-BONY ET NOYAUX DE LA CHALEUR 
V.l. In6galitPs de Harnack-Bony 
Dans [3] N. Varopoulos montre comment obtenir a partir des rbultats 
locaux de Bony [ 111 des inegalites de Harnack globales, pour les solutions 
positives de (iY/at - C x;Z) u = 0 sur R + * x G lorsque G est nilpotent. On 
aura besoin ici de la version suivante de ces resultats dont l’intCr&t et 
la nouveaute est d’Ctre de plus uniforme par rapport au parametre 
& = (E,) .**, &/&(R+y. 
F%OP~SITI~N 3. II existe une constante c > 0 telle que si u est me 
solution positive de (a/at-C (A$)‘) u = 0 sur R+ * x G, pour un certain 
& = (El, . ..) Q)E(R+*)~, on ait: 
(i) u(t, x0) < c inf u(2t, x), 
&(x0. J;) 
t>O,xOEG 
(ii) I X;u(t, x0)1 <C u(2t, x0), 
fi 
f>O, x,EG, iE (1, . . . . k}. 
La preuve se fait comme dans [3] en remontant sur l’algebre de Lie 
nilpotente libre a k ginerateurs WI, . . . . JTk et sur le groupe nilpotent associt. 
L’uniformitt par rapport a E decoule du fait que dans l’algtbre de Lie 
nilpotente libre considiree (Pi : wi + si$ se prolonge en un isomorphisme 
d’algebre de Lie. 
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V.2. Noyaux de la chaleur 
L’optrateur a/at - C (AT;)* Ctant hypoelliptique [lo] le semi-groupe de 
la chaleur sur G, ( T;)ta,o, de generateur infinitesimal C (X;)’ admet un 
noyau de convolution appartenant a Wm( R+ * x G), (t, x) *p;(x) tel que 
Tf(x) = j” P;(Y -‘x)f(y) 4 
G 
L’inegalite (i) de la proposition 3 appliquee a p;(x) donne immediatement: 
p;(e) < cV,(~l-‘, t>O,EE(R’*y WI) 
ou c est une constante independante de (I, E) E (R+ *)“+I. 
De mi?me l’inigalite (ii) donne avec la m$me uniformite 
)I xg p; II 1 d ct - "2, t>O, EE(R+*)~, ie (1, . . . . k}. (N2) 
VI. l%EUVES DES THkORkMES 1, 2 ET 3 
VI. 1. Preuve du thtortime 1 
On utilise le resultat suivant de [3]. 
‘FH~~R~~ME V. Soit (T,), >O le semi-groupe de gtkirateur infinit&mal 
C’; z sur k’(G). Supposons que 
II T, f II mGt-"'2 Ilflll, II TJif ll,Gt-“2 Ilf II, (*I 
pour i E ( 1, . . . . k), t>O, SE%YG). Ah-s: Ilf Ilnl~n-l~~cEf IIXiflll), 
fe%?r(G), oti c ne ddpend que de cl et c2 dans (*). 
En effet, soit G simplement connexe et (l/n, w) = (l/n,, w,), bE23. De la 
proposition 1 on deduit: 
Q(E) I” < cV,(t), (t,E)E(R+*)k+‘. 
De cette inigalite et de (N,) on obtient: 
p:(e) i ctn12, fi &y(i) = 1, t >o. W;) 
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A partir de (N;) et (NJ on vtritit facilement que les semi-groupes (T;),,, 
satisfont I’hypothbe (*) du thtoreme V uniformement par rapport a E 
lorsque n: E?(‘) = 1. On conclut que : 
et done que l’on a: 
Inversement si on suppose que S( l/n, 0) est verifiee on a aussi 
et si l’on teste cette intgalitt sur la fonction: x H (t - ( x I,) +, od u + = u si 
u>O et U+ =0 si u<O, on obtient: 
et compte-tenu de la proposition (1) 
O(E) t” < c 
( 
1 l2JE) P , 
he23 ) 
Cette dernitre inegalite permet de montrer que (l/n, w) appartient a 
l’enveloppe convexe de {(l/n,, w,), b E S}, ce qui termine la preuve du 
theoreme 1. 
Vf.2. Preuve des thkorPmes 2 et 3 
La preuve du theoreme 2 decoule du thtoreme 1 et d’une simple adap- 
tion de sa preuve ou I’on utilise la proposition 2 a la place de la 
proposition 1. Celle du thtorbme 3 ntcessite l’analogue local suivant du 
thtoreme V que I’on trouve dans [5] : 
THI~ORI~ME V’. Soit (T,),,, le semi-groupe de gkntrateur infinitksimal 
Cf x sur IL*(G). Supposons que: 
II T, f II m~clt-n’2 Ilf III, IITJif II,Gczt -l’* Ilf III (*)’ 
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pour iE { 1, . . . . k}, 0-e t <c, etfEGQ(G). Alors: 
oti c ne ddpend que de cl, c2 et cj duns (*)I. 
Par ailleurs on tire facilement des 5 IV, V l’estimation suivante des “petits” 
volumes, valable que le groupe G soit simplement connexe ou non: 
PROPOSITION 4. II existe des constantes c > 0 et c’>O telles que pour 
tout b E B on ait: 
Qb(E) t”* < cV,(t), 0 < t < c’(max(si))-‘. 
De la on obtient, pour b E 8 
II T;f II ,<q-n*‘2 Ilf II,, II Ttqf II, Gc,t-“‘2 Ilf II, (*)‘I 
pour 0 < fi < c’(max si)- ‘, n $b(‘) = 1, f E S’;(G). Grace a un change- 
ment de temps et a une renormalisation on se ram&e a (*)’ et on conclue 
que pour tout f E %?;(G) et tout E tel que n sj”*(‘) = 1, on a: 
II f II Hb/(nb- 1) Gc i 11 x:f 11 1 + maX(E,) II f 11 I 
1 
bc $&i(lIxif IIl+llf III)) 
( 
et done enlin: 
Ilf II .*/(“*-I&j (IlXif II1 + Ilf IIIYb(i)~ 
ce qui prouve le theoreme 3. 
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